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Komplemente als direkte Summanden II
Von 
HELI~IUT ZSSCttlNGER 
Einleitung. Ist M ein R-Modul und U ein Untermodul yon M, so heil3t jedes 
minimale Element V0 in der Menge { F C M ] V ~- U =- M} ein Komplement yon U 
in M. Falls zus~tzlich V0 (~ U direkter Summand in U ist, heiBt V0 ein starkes 
Komplement yon U in M. Besitzt jeder Untermodul yon M ein (starkes) Kom- 
plement in M, so heiBt M (stark) komplementiert. J. Hausen zeigt nun in [4], dab 
es in einer komplementierten abelschen p-Gruppe M zu jeder Untergruppe U sogar 
eine Zerlegung V0 O W ---- M gibt, so dal~ U und W dieselben Summanden in M 
haben (d. h. genau dann X ~- U = Mis t ,  wenn X + W ---- M ist). Ein solches V0 
bezeiehnen wir, in beliebigen Moduln, als H-KompIement yon U in M, und besitzt 
jeder Untermodul yon M ein H-Komplement, so heiSe M H-komplementiert. Das 
Studium solcher H-Komplemente, insbesondere ihr Zusammenhang mit den starken 
Komplementen i [7], ist Gegenstand dieses Teils II. 
Jedes starke Komplement V0 ist ein H-Komplement, denn in ( Fon  U) (~ W :- U 
hat W die verlangte Eigensehaft, und jedes H-Komplement ist ein Komplement im 
einfachen Sinne. Die drei Begriffe sind aber verschieden, denn tiber einem kom- 
mutativen lokalen Ring (R, m) ist jeder endlieh erzeugte R-Modul M komplemen- 
tiert, w~hrend wir im dritten ParagTaphen zeigen: 
(3.2) Genau dann ist M H-komptementiert, wenn es Ideale al c a2 c.-. c an =c R 
gibt mit M ~--- R/al • "" • R/an. 
i " " (3.3) Genau dann ist M stark komplementiert, wenn M eine ,,kanon scne
Zerlegung wie eben hat und zus~tzlich m an c al ist. 
•ber einem diskreten Bewertungsring R wurde die Struktur der stark komplemen- 
tierten R-Moduln in [7] vollst~ndig bestimmt. Ein komplementierter R-Modul M 
braucht aber, im Unterschied zu den abelschen p-Gruppen, nicht mehr H-komplemen- 
tiert zu sein, denn wir zeigen in (2.6) : Genau dann hat U c M ein H-Komplement 
in M, wenn U selbst komplementiert is . Nur bei vollst~ndigem/~ erh~lt man also 
wieder das Ergebnis yon J. Hausen. -- Zuss bestimmen wir fiber einem dis- 
kreten Bewertungsring R die /LModuln M, die in jeder Erweiterung M c N ein 
H-Komplement haben. Sie sind nach (2.7) direkte Summe aus einem teilbaren, einem 
besehr~nkten, und bei vollst~ndigem R auch noch aus einem endlieh erzeugten freien 
Anteil. 
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Alle Moduin in dieser Arbeit sind unit~re R-Rechts-Moduln, die Bezeiehnungen 
und Grundtatsachen fiber Komplemente werden aus [7] fibernommem 
1. Elementare Eigenschaften yon H-Komplementen. Wir wollen die in der Ein- 
l'eitung angesprochene V rwandtschaft zwischen H-Komplementen u d starken Kom- 
plementen genauer untersuchen. Ist Ve in  H-Komplement yon U in M, also 
V 9 W -~ M, so dab U und W dieselben Summanden in M haben, so ist V sogar 
ein starkes Komplement yon Uo = U + W in M, und man kann versuchen, be- 
stimmte Eigenschaften, die sich auf U0 vererben, auch noch auf U herabzuziehen. 
Im Speziaffall Ra(M)c  U ist sogar U0 = U, denn 
( V + Ra (M))IRa (M) 9 U/Ra (M) ---- MIRa (M) 
zeigt darm, dab M/U radikalfrei ist, also der ldeine Untermodul Uo/U versehwindet. 
Lemma 1.1. Ist Mo c U C M und Mo direkter Summand in M, so gilt: 
(a) Hat U ein H-Komplement (starkes Komplement) in M und besitzt Mo die Aus- 
tauscheigenscha/t, so hat auch U/Mo ein H-Komplement (starkes Komplement) in
M/Mo. 
(b) Hat U/Mo ebn H-Komplement (starkes Komplement) in M/Mo, so auch U in M. 
Beweis.  (a) Ein Modul A hat nach [1] die Austauscheigenscha/t, wenn es zu jeder 
t 
Zerlegung X (~ Y = B = O B~., mit X ---~ A, Untermoduln Ba c B;. gibt mit B = 
2EA 
X O ( (~ B~./- Ist nun V ein H-Komplement yon V in M, V 0 W = M, so dab 
\2cA  / 
U und W dieselben Summanden in M haben, so folgt nach Voraussetzung 
V'OW'GMo- - - -M,  V '+U=M,  also V'=V.  
Mit Wi = W'+ M0 gilt also wieder V (~ Wi = M, U hat dieselben Summanden 
in M wie Wi, aber zus~tzlich ist M0 c W1. Damit ist ]etzt (V + Mo)/Mo ein H- 
Komplement yon U/Mo in M/Mo, und fails sogar W c U war, folgt auch Wi c U, 
d.h. Wi/Moc U/Mo. 
(b) Sei A/Mo ein H-Komplement yon U/Mo in M/Mo, also A/Mo G W/Mo = 
M/Mo, so dab U/Mo und W/Mo dieselben Summanden i  M/Mo haben. Dann fol~ 
mit M1 G M0----M, dais V = M1 n A ein H-Komplement yon U in M ist. War 
aber W/Mo c U/Mo, so hat man auch das starke Komplement. 
Lemma 1.2. Sei Vein starlces Komplement yon U in M, so daft V ~ U die Aus- 
tauscheigenscha]t besitzt. Dann gilt: 
(a) Ist Mo c U direkter Summand in M, so ist auch ( V + Mo)/Mo ein starkes Kom- 
plement yon U/Mo in M/Mo. 
(b) Ist Xo ein maximales Element in der Menge { X c U t X direkter Summand in M }, 
so /olgt V @ Xo = M. 
Beweis.  (a) Zu Mi O Mo = M, also (Mi n U) (~ M0 = U, hat man nach Vor- 
aussetzung eine Zerlegung A eBO (Vc~ U) = U mit AcMic~ U, BcM0.  
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Addition yon M1 liefert M1 ~- B ----- M, also B -~ Mo; Addition yon V liefert 
V O (A ~ Mo) -~ M, d.h. wir haben einen Zwisehenmodul M0 c W1 r U mit 
V G W1----M. Daraus folgt die Behauptung. -- In (b) hat man wie eben ein 
X0 c W1 c U mit V (~ W1 = M, naeh Voraussetzung aber W1 ---- Xo. 
Satz 1.3. Besitze in M jeder kleine Untermodul die Austauscheige~scha/t. Dann gilt 
]iir ]edes H-KomTlement V von U in M: 
(a) V und M~ V sind bi8 au/ Isomorphie dutch U eindeutig bestimmt. 
(b) Besitzt U irgendein 8tarke8 Komplement in M, so ist bereits F eines. 
(c) Ist Mo c U direkter Summand in M, so ist auch (V-~ Mo)/Mo ein H-Kom- 
plement yon U/Mo in M/Mo. 
Beweis.  Sei VG W - M, so dab U und W dieselben Summanden i  M haben. 
Dann ist V ein starkes Komplement yon Uo ~- U ~- W in M, und nach Voraus- 
setzung hat V (~ U0 die Austauseheigensehaft. 
(c) In 2I~ _-- M/Mo ist naeh (1.2, a) l~ ein starkes Komplement von 00, und well 
Uo/U klein in 2~/U ist, folgt die Behauptung. (b) Die Existenz eines starken Kom- 
plementes bedeutet, dab es ein X0 c U gibt mit Xo direkter Summand in M, U/Xo 
klein in M/Xo. Nun ist Xo auch maximaler direkter Summand unter Uo, naeh 
(1.2, b) also V GXo ~ M und daher V(~ U direkter Summand in U. (a) Ist V1 
ein weiteres H-Komplement yon U in M, mit entspreehendem W1, so wird Vein 
starkes Komplement yon U1 ---- U + W ~- W1 in M, W1 maximaler direkter Sum- 
mand unter U1, also wieder naeh (1.2, b) V (~ W1 = M. Damit gilt 
V--~ M/W~ V~ M/V--. W~_2~/V~  ~ ~ ~ 
Die Voraussetzung im Satz ist z.B. tiber jedem diskreten Bewertungsring R 
erfiillt: Ist A ein kleiner Untermodul yon M, so ist A koatomar, d.h. A/T(A) ~--- R n 
und T(A) beschr~nkt. R hat die Austauseheigenschaft nach ([5] Proposition 1), 
R/(pt) (I) hat sie als selbstinjektiver l~Iodul naeh ([2] Theorem 3), und damit hat sie 
aueh A nach ([1] Lemma 3.10). -- Offenbar geniigt f'tir die Austauseheigenschaft, 
dai3 A/D(A) koatomar ist, und das letztere ist bekanntlich damit ~quivalent, dab 
jeder reine Untermodul yon A abspaltet, d.h. A reinzerfallend ist. 
Lemma 1.4. Ist Rein diskreter Bewertungsring, M ein R-Modul und Vein H-Kom- 
plement von U in M, so gilt: 
(a) U ~ D (M) ist reinzer/aUend. 
(b) .Falls U c Ra (M), ist sogar U reinzer]allend und Vein starkes Komplement. 
(c) .Falls T(M) c U, ist ]edes weitere Komplement yon U in M bereits ein H-Kom- 
plement. 
(d) Ist X ein reiner Untermodul yon M mit X c U, so/olgt V (~ X-~ O. 
:Beweis. Sei wieder VOW ---- M, so dal3 U und W dieselben Summanden i  M 
haben. Mit Uo ---- U ~ W heiBt das, dab Uo/U klein in M/U und Uo/W klein in 
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M/W ist. (a) Weil U/Un W und W/Un W reduziert sind, gilt D(U) = D(W), so 
dab U n D (M) = (U (~ D (V)) G D (U) in einen koatomaren und einen teilbaren 
Anteil zerlegt ist. (b) Dann ist aueh W c Ra(M), also W teilbar, Uo/U = 0, also 
W c U, und daher Vein starkes Komplement yon U in M. Wegen D (U) = W ist 
auch U reinzerfallend. (c) Dann ist auch T(M) c W, also M/W torsionsfrei, so dab 
fiir jedes Komplement V1 yon U in M der wesentliche Epimorphismus V1 --> M/W 
ein Isomorphismus i t, d.h. V1 9 W = M. (d) Sei zun~ehst X sogar koatomar: 
Weft dann T(X) beschr~nkt und direkter Summand in M is t ,  folgt nach dem Be- 
weis yon (1.1, a), dab VnT(X)= 0, d.h. VA X torsionsfrei ist; andererseits i t 
in ~ ----- M/T(M) wieder ~7 ein H-Komplement yon U, also ]FA ~ klein und rein 
in ~,  ~7 ~ X ~ 0, V n X torsionsvoll, zusammen also V n X = 0. -- Ist aber X 
beliebig, so ist in ~ = M/X o W ebenfalls I? ein H-Komplement yon ~, weiter 
koatomar und rein in ~,  also naeh eben I ? n X ---- 0, V (h X c W, V (h X ---- 0 wie 
behauptet. 
Noch in einem weiteren Speziaffall ist jedes H-Komplement bereits ein starkes 
Komplement: Wenn M torsionsfrei und koseparabel ist. Dabei heiBt M koseparabel, 
wenn zu jedem Untermodul U yon M, mit M/U endlich erzeugt, ein U' c U exi- 
stiert, so dab U' direkter Summand in M ist und M~ U' immer noeh endlieh erzeugt. 
Nach ([9] Satz 2.1) ist das fiber einem diskreten Bewertungsring R ~quivalent damit, 
dab T(Ext~(M, R)) reduziert ist. Bei vollst~ndigem R ist also jeder R-Niodul ko- 
separabel. -- In einem koseparablen R-Modul ist jeder endlich erzeugte reine Unter- 
modul bereits direkter Summand, eine Eigensehaft, die wit in [9] als Quasi-Separa- 
bilit5t bezeiehneten. 
Lemma 1.5. Sei R ein diskreter Bewertungsring, M koseloarabel und Vein H-Kom- 
plement yon U in M. Dann gilt: 
(a) Auch U ist koseparabel. 
(b) Falls T (M) -~ O, ist V bereits ein starkes Komplement yon U in M. 
(c) Falls So(M/U) endlich erzeugt ist, existiert ein U' c U, so daft U' direkter Sum- 
mand in M is t  und U/U' endlich erzeugt. 
Beweis.  (a) Sind W und U0 wie stets, so ist in der exakt zerfallenden Folge 
0 .~ W c Uo--> Uo/W-> 0 das erste Glied koseparabel und das dritte koatomar, 
also auch U0 koseparabel. Nach ([9] Folgerung 2.2) ist dann, weft Uo/U koatomar 
ist, auch U koseparabel. 
(b) V(~ U ist ein endlich erzeugter reiner Untermodul yon U, also wegen der 
Quasi-Separabilit~t yon U schon direkter Summand. 
(c) Sei zun~chst M beliebig und V sogar ein starkes Komplement yon U in M, 
d.h. W c U. Darm kann man U' ---- W w~hlen, denn in ~ ---- M/W ist U ein kleiner 
Untermodul, also &" koatomar und der verbindende Homomorphismus So(M/U) --> 
U/Ra (U) surjektiv, also wie gewiinscht ~" endlich erzeugt. -- Sei nun M koseparabel 
und V ein H-Komplement yon U in M. Als koatomarer Untermodul yon M/U ist 
Uo/U~-- W/UAW endlich erzeugt, so dab es ein U'c UAW gibt mit U' direkter 
Summand in W, W/U" endlich erzeu~. Dieses U' leistet das Gewiinschte, denn nach 
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dem Speziaffall ist Vn  U endlich erzeugt, also aueh So(V) ~ So(M/W), also auch 
Uo/W _~ U/U ~ W, und damit ist U/U" endlich erzeugt. 
Folgerung 1.6. Ist R ein di&reter Bewertungsring, M ein Torsionsmodul und M/U 
artinsch, 8o sind ~quivalent: 
(i) U hat ein H-Komplement in M. 
(ii) Es existiert ein U' c U, so daft U' direkter Summand in M und M/U'  immer 
noch artinsch ist. 
Beweis.  ii -> ii) M is t  koseparabel, so dab man U' wie in (c) w~hlen kann, und 
dann ist U/U' yon endlicher L~nge, also M/U'  artinseh. ( i i -> i) Nach ([4] Corol- 
lary 5.15) (oder unserem 2.5! hat U/U' ein H-Komplement in M/U',  also aueh U 
in M naeh (1.1, b). 
2. Existenzaussagen fiir H-Komplemente. Stets sei in diesem Absehnitt Re in  dis- 
kreter Bewertungsring. Wir wissen dann aus ([6] Lemma 1.4), dab ein beschr~nkter 
R-Modul in jeder Erweiterung ein Komplement hat. Wir wollen in (2.2) zeigen, dab 
er sogar ein H-Komplement hat. 
Hilfssatz 2.1. Sei M ein R-Modul, n ~ 1, M[p n] : {x e M ixpn  = O} und U ein 
Untermodul yon M: 
(a) Ist M[p  n-l] c U c M[pn], 8o ist ]edes Komplement yon U in M bereits ein 
starkes Komplement. 
(b) Ist Ra(M) n M[p  n] c U c M[pn], so hat U ein starkes Komplement irb M. 
Beweis.  (a) Ftir den Speziaffall U = M[p •] haben wit das in ([8] Lemma 4.1) 
gezeigt. Der Beweis verlguft jetzt entslareehend: Ist V ein Komplement yon U in 
M, so ist Vr U rein in U zu zeigen, d.h. (Vn  U)p i = Vn  Up ~ fiir alle 0 =< i ~ n. 
Ktar ist i = 0, und bei i > 0 folgt aus v = upS, dab nach Induktionsannahme 
v = xp  *-1 ist mit x~ Vn  U, x = r ip  mit vl ~ V, (u -- vl) p* = O, u -- Vl ~ M[pn-1], 
also vl e V n U mit v --  vl p~. 
(b) Wir zeigen im 1. Schritt durch Induktion tiber n: Zu jedem x e M[p  n] gibt 
es ein y e M[pn], so dab yR direkter Summand in M ist und x -- y e Ra(M). Bei 
n= 1 unterscheidet man zwei F~lle: Ist xeRa(M) ,  so w~hle man y - -0 ;  ist 
x ~ Ra(M), so ist x R einfach und nieht klein in M, also direkter Summand, und 
man w~hle y = x. Bei n > 1 unterscheidet man entspreehend: Ist x e Ra (M) -~ 
M[pn-1], also x- -zpeM[pn-1] ,  so hat man nach Induktionsannahme ein 
y e M[T"-I] ,  so dab yR direkter Summand in M ist und (x -- zp) -- y e Ra(M), 
also auch x -  yeRa(M) ;  ist x~Ra(M) - t -M[pn-1] ,  so folgt xR~ R/(p n) und 
xR ~ Mp n = O, also xR direkter Summand in M (siehe [3] Proposition 27.1), d.h. 
man w~ihle y = x. 
Sei nun im 2. Schritt U wie angegeben. Weft beschr~nkte r ine Untermoduin ab- 
spalten, hat die Menge (X c U] X direkter Summand in M} nach Zorn ein maxi: 
males Element X0, und mit V (~ X0 ~ M behaupten wir, dab Vein starkes Kom- 
plement yon U in M is t ,  d.h. U klein in 5] = M/Xo: Zu jedem ~ e U c -~] [ f ]  
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gibt es nach dem 1. Schritt ein ?~ e 31/[pn], so dal3 ?~ R direkter Summand in jT/ist 
und ~ -- ~ ~ Ra (31/) c~ 21/[p~] c U, also auch ?) e ~). Weil U wegen der Maximalit~t 
yon X0 keine direkten Summanden yon 21/ umfal~t, folgt ~---= 0, insbesondere 
e Ra (217/). Aus ~ c Ra (_717/) und ~ beschr~nkt folgt aber die Kleinheit. 
Bemerkung zu (b). Der Spezialfall M[p n] = M, d.h. M beschr/inkt und M/U 
halbeinfach, wird in ([4] Lemma 5.9) gezeigt. Aber auch dann braueht nicht jedes 
Komplement stark zu sein: In M = R/(ps) x R/(p) hat der maximale Untermodul 
U =- R/(p s) x 0 unter anderem die drei Komplemente V1 =- (0, i )R, V2 = (i, i)R, 
Va ~-- (p, i )R, und dabei ist V1 O U = M, V2 zwar direkter Summand in M, abet 
kein starkes Komplement, und V3 nicht einmal direkter Summand. -- Aul~erdem 
zeigt dieses Beispiel, dab die Eindeutigkeitsaussage in (1.3, a) i.allg, nut fiir H- 
Komplemente ~lt, denn es ist weder V1 --~ V2 noch M~ V1 ~ M~ V2. 
Satz 2.2. Ein beschr&nkter R-Modul hat in ]eder Erweiterung ein H.Koraplement. 
Beweis.  Mit dem Hilfssatz ist fast nichts mehr zu zeigen: Ist B c M[p n] c M, 
so erfiillt U ----- Ra(M) t3 M[p n] ~ B die Voraussetzungen yon {2.1, b), hat also ein 
starkes Komplement V in M, sagen wir V (~ W ~-- M mit W c U. Weil aber U/B klein 
in M/B ist, haben B und W dieselben Summanden i  M, so dab V ein H-Komple- 
ment yon B in Mis t .  
Folgerung 2.3. Hat U ein H-Komplement in M und ist B ein beschrdnkter Unter- 
mogul yon M, so hat auch B ~ U ein H.Komplement in M. 
Beweis.  Sei V 9 W ---- M, so dab U und W dieselben Summanden i  M haben, 
U0 = U q- W. Weil (B 44- Uo)/W und der beschr/~nkte Modal (B 44- W)/W dieselben 
Summanden i  M/W haben, besitzt (B q- Uo)/W ein H-Komplement in M/W, also 
auch B q- U0 ein H-Komplement in M nach (1.1, b). Das ist aber, weil (B ~ Uo)/ 
(B q- U) klein in M/(B q- U) ist, aueh ein H-Komplement yon B q- U in M. 
Folgerung 2.4. Ist M [pn] ~ U -~ M, so hat U ein H-Komptement in M. 
Beweis.  Sei M0 ein Komplement yon U[T n] in U. Dann ist M0 auch ein Kom- 
plement yon M[p n] in M, so dal3 es nach (2.1, a) eine Zerlegung M0 (~ M1 ---- M 
gibt mit M1 c M [pn]. Weil U/Mo ein H-Komplement in M/Mo hat, gilt das wieder 
naeh (1.1, b) auch ffir U in M. 
Bemerkung.  Unser Satz gilt aUgemeiner fiber jedem Dedekindring S: Ist M ein 
S-Modul und B ein beschr/mkter Untermodul yon M, so kann man (2.2) in ]eder 
Prim~rkomponente anwenden und erh/ilt so eine Zerlegung V Q W----- T(M), so 
dab B und W dieselben Summanden i T (M) haben. Nattirlieh haben sie dann auch 
dieselben Summanden in M, und der Epimorphismus B-> T(M)/V-> W zeigt, 
dal3 W ein beschr~nkter reiner Untermodul yon M ist, in V1 (~ W ---- M also V1 
ein H-Komplement yon B in Mis t .  
Zum Beweis der n~chsten Verallgemeinerung yon (2.2) ist folgender Begriff niitz- 
lieh: Ein Untermodul U yon M heil~e anti-rein in M, wenn jeder reine Untermodul 
330 H. ZOSCHINGER ARCH. MATH. 
X yon M, mit X c U, bereits Null ist. Das ist genau dann der Fall, wenn U keine 
direkten Summanden yon M umfal3t und wenn UcRa(M)~-T(M)  ist. 
Satz 2.5. Ist M ein quasi-separabler R-Modul, so hat ]eder reinzer/allende Unter- 
modul U yon M ein H.Komplement in M. 
Beweis.  Sei im 1. Schritt M beliebig, dafiir aber U koatomar und enthalten in 
9~ 
Ra (M~ -~ T (M). Zu U = T (U) (~ X, Z x~ R = X, gibt es dann Torsionselemente 
i= l  n 
y~ (1 ~ i ~ n) mit xt -- y~ eRa(M),  und Y ~- ~y~R ist dann ein endlich erzeug- 
i= l  
ter Torsionsmodul mit X ~- Ra (M) = Y ~- Ra (M), d.h. X und Y haben dieselben 
Summanden in M. Das gilt dann aueh fiir U und den beschr~nkten Untermodul 
B = T(U) + Y, so dal3 U nach (2.2) ein H-Komplement in M hat. 
Sind im 2. Schritt nun M und U wie angegeben, so hat die Ylenge {X c U] X 
rein in M} ein maximales Element X0, und weil X0 als direkter Summand yon 
U wieder einzerfallend ist, spaltet es naeh ([9] Lemma 1.2) sogar im quasi-separablen 
M ab. In 2FI -~ M/Xo ist aber U anti-rein, also koatomar (weft reduziert und rein- 
zerfallend) und enthalten in Ra (if/) + T(ff/). Nach dem 1. Schritt hat U ein H- 
Komplement in 5/, also auch U in M. 
Folgerung 2.6. (a) Ist M reinzer]allend und U c M, so gilt: Genau dann hat U ein 
H-Komplement in M, wenn U selbst reinzer/ailend ist. 
(b) Genau dann ist M H-komplementiert, wenn M supplementiert is . 
Beweis.  (a) Ist U reinzerfallend, so liefert (2.5) die Behauptung, denn Mis t  
natiirlich quasi-separabel. Hat umgekehrt U ein H-Komplement in M, so ist 
U• D(M) naeh (1.4, a) reinzerfallend, U/Un D(M) sogar koatomar, also aueh U 
reinzeffallend. -- Spezialfall: Ist M komplementiert und U c M, so gilt: Genau 
dann hat U ein H-Komp~ement in M, wenn U selbst komplementiert ist. Damit 
ist auch (b) gezeigt, denn nach ([7] Theorem 2.2) ist M genau dann supplementiert, 
wenn jeder Untermodul yon M komplementiert is . 
Folgerung 2.7. Fiir einen R-Modul M sind 5quivalent: 
(i) M hat in ]eder Erweiterung ein H-Komplement. 
(ii) M hat in jeder Erweiterung N ein Komplement V, so daft auch noch V ein Kom- 
plement in 2V hat. 
(iii) Mist  reinzer]aUend und kotorsion. 
Beweis.  Klar ist (i -~ ii), und bei (ii -7 iii) ist M kotox'sion, d.h. Ext , (K ,  M) -~ 0 
nach ([6] Lemma 2.1). W~hlt man eine Erweiterung M c 2V mit M = Ra(N) und 
ein Komplement V wie verlangt, so folgt V ~-D(M)-~ N, so dab MID(M) als 
epimorphes Bild yon V(~ M koatomar ist, d.h. M reinzerfallend. (iii -~ i) Sei M c N: 
Falls R voUst/~ndig, ist N quasi-separabel, und (2.5) liefert die Behauptung; falls R 
unvollst~ndig, ist R nicht kotorsion, also M/D (M) beschr~nkt, und dann hat MID (M) 
ein H-Komplement in N/D (M) nach (2.2), also auch M in _hr. 
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Die dritte Folgerung ~bt  eine Charakterisierung der quasi-separablen (kosepa- 
rablen) Moduln mit Hilfe yon H-Komplementen, welche auf die in ([9] Satz 1.5) 
gestellte Beding~ng ,,T(M) teilbar" verzichtet: 
Folgerung 2.8. Genau dann ist M quasi.separabel (koseparabel), wenn ~eder Unter- 
~rmdul U yon M, mit U endlich erzeugt (M/U endlich erzeugt), ein H-Komplement in
M hat. 
Beweis. (a) Ist M quasi-separabel, so hat nach (2.5) sogar jeder reinzerfallende 
Untermodul ein H-Komplement in M; in der umgekehrten Richtung ist jeder 
endlich erzeugte reine Untermodul nach (1.4, d) direkter Summand, d.h. M quasi- 
separabel. (b) Ist M koseparabel und M/U endlich erzeu~, so gibt es ein U' c U, 
so dal3 U' direkter Summand in M und M/U' endlich erzeugt ist. Nach (2.5) hat 
U~ U' ein H-Komplement in M/U', also auch U in M. -- In der umgekehrten Rich- 
tung hat speziell jeder maximale Untermodul yon M ein H-Komplement, das ist 
bereits ein starkes, so dag M nach ([9] Satz 2.1) koseparabel ist. 
Wir wollen zum AbschluB dieses Paragraphen priifen, wie die Voraussetzungen a
den Untermodul U in (2.5) abgeschw~cht werden k6nnen. U heif~e radikal-komplemen- 
tiert, werm R~/(U) ein Komplement in U hat, and das ist nach ([6] Satz 3.1)/~quivalent 
damit, dab ,,der" Basis-Untermodul yon U koatomar ist. Ist nun zus/ttzlich M 
quasi-separabel, so gibt es nach ([9] p. 23) zwar ein Komplement V yon U in M, 
aber ~Sx haben dort ein Beispiel angegeben, in dem V selbst kein Komplement 
mehr in M hat. 
Proposition 2.9. Sei M ein quasi-separabler R-Modul, sei U ein ra~likal-kompleme'~- 
tierter Untermodul yon M und sei U/U (~ D(M) koatomar. Dann hat U ein Kom. 
plement in M, das abspaltet. 
Beweis. Im quasi-separablen MID(M) hat der koatomare Untermodul 
(U ~ D(M))/D(M) nach (2.5) ein H-Komplement, sagen wir C/D(M), und in 
B @ D (M) =- C ist dann B sowohl direkter Summand in M als auch Komplement 
yon U ~ D (M) in M. Well auch U ~ D (M) radikal-komplementiert st, hat es in 
D(M) ein Komplement A (siehe [6] p. 277), d.h. A ist ein Komplement yon U in 
U -~ D(M). Weft A c~ (B ~ U) koatomar, also A auch ein Komplement yon B ~ U 
in Mis t ,  leistet endlich V ---- A -I- B das Gewiinschte: 
VnUcA~(B+ U)+ Bn(A  4-U) 
ist klein in V und V/B teilbar, also aueh V direkter Summand in M. 
Die (2.6) entsprechende Folgerung, in der man ,,H-Komplement': dureh ,,abspal- 
tendes Komplement" ersetzt, lautet: 
Folgerung 2.10. (a) I~t M reinzer/allend und U c M, ~o gilt: Genau clann hat U ei~ 
abspaltendez Komplement in M, wenn U selbst radikal-komplementiert ist. 
(b) Ist M komplementiert, sohat ]eder Untermodul yon M bereits ein abspaltende~ 
Komplement in M. 
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Beweis.  (a) Ist U radikal-komplementiert, so liefert (2.9) -- weil mit M/D(M)  
auch U/U n D (M) koatomar ist -- die Behauptung; in der umgekehrten Riehtung 
geniigt sogar eine Darstellung V-~ U ---- M mit V (~ U klein in M, denn dann ist 
V(~ U koatomar und U/Vn U reinzerfallend, also U radikal-komplementiert. 
Damit ist auch (b) bewiesen. 
3. Endlieh erzeu~e Moduln fiber lokalen Ringen. Stets sei in diesem letzten Ab- 
schnitt Re in  kommutativer lokaler Ring (ohne Kettenbedingungen), m sein maxi- 
males Ideal und k ~- Rim sein RestklassenkSrper. Es ist wohlbekannt, dab jeder 
endlich erzeugte R-Modul M komplementiert is . Die Existenz yon H-Komplementen 
erzwin~ aber in (3.2) zus~tzlich eine ,,kanonische" Zerlegung yon M. 
Hilfssatz 3.1. Seien a und b von R verschiedene Ideale, M = R/a • und r, s e R. 
(a) Ist r ~ m ~ s, so gilt: Genau dann ist (~, ~)R direkter Summa~wl in M, wenn 
a und ~ vergleichbar sind (d. h. a c b oder ~ c a). 
(b) Ist r e m ~ s, so gilt: Genau dann ist (~, $)R direkter Summand in M, wenn 
r~a:5  ist. 
Beweis.  Der Fall r 9 m~ s ist uninteressant, denn dann ist (~, $)R klein in M, 
also nur dann direkter Summand, wenn es schon Null ist. 
Seien zun~ehst r und s beliebig, A = R/a • 0 und B = 0 • R/5. Ohne Miihe 
zeigt man dann: Genau dannis t  (~, ~) R (~ A = M, wenn r 9 a : ~ ist und s ~ m; 
genau dann ist (~:, $) R ~ B ---- M, wenn s e ~ : a ist und r ~ m. Well andererseits 
jeder nieht-triviale direkte Summand yon M die Anstauscheigensehaft ha , also als 
direktes Komplement nur A oder B haben kann, folgt sowohl (a) als auch (b). 
$atz 3.2. Sei M ein endlich erzeugter, von Null verschiedener R-Modul. Dann sind 
dquivalent : 
(i) Mist  H-komplementiert. 
(ii) Jeder maximale Untermodul von M hat ein star]ces Komplement in M. 
(iii) Es gibt Ideale a lc  a2 c ... c an ~ R mit M _~ R/al • "" • R/an. 
Beweis. ( i->ii) Ist Ra(M)c  U c M, so ist nach der Bemerkung vor (1.1) jedes 
H-Komplement yon U in M bereits ein starkes Komplement. 
(ii-> iii) Zun~chst ist M direkte Summe yon zyklisehen Moduln. W~hlt man zu 
irgendeinem aximMen Untermodul X yon M ein starkes Komplement M0, so ist 
M0 zyklisch =~ 0, hat also naeh ([5] Proposition 1) die Austauscheigensehaft, mad 
M/Mo erfiillt nach (1.1, a) wieder die Bedingung (ii). Induktion fiber dimk (M/M m) 
liefert die Behauptung. 
Fiir jede Zerlegung M ~--- R/a1 • "" • R/an (n ~ 1, alle ai ~ R) zeigen wir nun, 
dal3 die ai paarweise vergleiehbar sein mfissen. Wieder nach (1.1, a) erffiUen bei 
n > 1 alle R/at • R/aj (i :4= ]) die Bedingung (ii), so dab wir gleieh M =/~/a  • R/5 
annehmen kSnnen, mi ta  :4: R, b =4= R. W&hlt man irgendeinen maximalen Unter- 
modul U yon M mit (i, 1) 9 U, so gibt es naeh Voraussetzung ein starkes Kom- 
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plement V yon U in M, also V (~ W = M mit W c U. In W ---- (~, ~) R folgt dann 
r ~ m ~ s, so dab nach (3.1, a) a und 5 vergleiehbar sind. 
(i i i ->i) Wir zeigen im 1. Schritt durch Induktion fiber n: Ist Ra(M)c  U c M 
und umfal~t U keine direkten Summanden yon M, so folgt bereits U----Ra(M). 
Bei n ---- 1, d.h. M ~-- R/a1, ist das klar. Bei n > 1 schreibe man M ---- A (~ Bmi t  
A ~--- R/a1, B ~--- R/a2 x ... X R/an. Ffir Ra(B) c Ur~ BoB gilt dann, weft Un  B 
keine direkten Summanden yon B umfaBt, naeh Induktion U n B ---- Ra (B). Falls 
U c Ra(A) + B, folgt U ---- Ra(A) + Un B ---- I~a(M) wie gewiinseht. Falls U ~= 
Ra(A) § B (und diese Annahme wollen wir zum Widersprueh fiihren), folgt U + 
B ---- M; also wegen al B ---- 0 das kommutative Diagramm 
/ A 
/ 
f l I kan  
/ 
B - M/U  . 
kan 
Damit ist U' -~ {a -- ](a) l a eA} ein Untermodul yon U mit U' O B ---- M, und 
nach Voraussetzung folgt U' ---- 0, d.h. A = 0, was nicht wahr ist. 
Sei nun im 2. Schritt U c M beliebig. Wegen d im~(M/Mm)= n hat M die 
Maximalbedingung fiir direkte Summanden, insbesondere die Menge 
{X c Ra (M) ~- U ] X direkter Summand in M} 
ein maximales Element X0. Mit F G X0 ---- M behaupten wit, da$ Ve in  H-Kom- 
plement yon U in M is t .  Well U1 ---- Ra(M) ~ U und U dieselben Summanden 
in M haben, geniigt es U1 klein in .~ = M/Xo zu zeigen. Das folgt abet mit dem 
1. Schritt, denn _~ ist entweder Null oder ~ieder yon der Form 
.R/blX'"xR/Sm mit b lcb2c ' "CSm~R,  
U1 umfaBt keine direkten Summanden yon/17, und schlieBlich ist Ra(_~) c U1 c .~. 
Bemerkung.  Sind in M ~ R/al  x . "  X R/an die Ideale a~ nicht unbedingt mit- 
einander vergleichbar, so haben die Untermoduln yon M immerhin noch ein ab- 
spaltendes Komplement in M. 
Folgerung 3.3. F/~r einen endlich erzeugten, von Null verschiedenen R.Modul  M sind 
~iquivalent : 
(i) Mist  stark komplementiert. 
(ii) Jeder Untermodul U yon M, mit M/U  zyklisch, hat ein starkes Komplement in M. 
(iii) M~R/a lX . "xR/an  mit a lca2c ' "can~R und manca l .  
Beweis .  (i --> ii) ist klar, und bei (ii -> iii) hat man zun~chst eine Zerlegung wie 
in (3.2). Lmiir n > 1 erfiillt aueh N ~-/~/al x lr die Bedingung (ii), so dab fiir 
jedes r e R der Faktor N/(}, i )R  zyklisch, also (~, i )R  direkter Summand in N ist. 
Fiir alle r e m bedeutet das nach (3.1, b) r e al : an, d.h. insgesamt ma~ ca l .  
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( i i i -~i) Wir zeigen zuerst ftir jedes xeM,  x CRa(M),  dal~ xR direkter Sum- 
mand in M is t .  Bei n = 1 ist das klar, und bei n > 1 gibt es zu x ---- (~1 . . . .  , ~n) 
ein ] e {1 . . . . .  n} mit rj r m, und dieses ] sei gleich minimal. Mit 
A = R/a1 X "" X 0 X "'" xR/an ,  
wobei genau an der ]-ten Stelle Null steht, folgt jetzt xR (~ A = M:  Aus der Dar- 
stellung x --  (~1, .-., 0 . . . .  , rn) = (0~ ... ,  1 , . . . ,  0) r 1 erh~lt man die Summe, und ist 
xs  e A,  so folgt ~us r~s ~ a~ schon s e a~ fiir alle i ~ ]; FOX alle i < j ist aber rt e m, 
also nach Voraussetzung ris a al c al, so dall insgesamt ~ls = 0 ist fOx alle i, d.h. 
xs  = 0. Damit  ist M stark komplementiert:  Nach ([7] Satz 3.1) ist nur noch zu 
zeigen, dab jeder nicht-kleine Untermodul U einen yon Null verschiedenen direkten 
Summanden umfaBt, und weil U c~ Ra (M) ist, es also ein x e U, x r Ra(M)  gibt, 
leistet xR das Gewiinschte. 
Zur Vollst~ndigkeit notieren wir noch den Fall, dab sogar alle ai iibereinstimmen, 
tiberlassen aber dem Leser den Beweis: 
Folgerung 3.4. Fiir einen endlich erzeugten, yon Nul l  verschiedenen R-Modul M sind 
iiquivalent : 
(i) Mist  stark supplementiert (siehe [7] p. 252). 
(ii) Jeder maximale Untermodul yon M hat geniigend viele starke Komplemente i~ M. 
(iii) Es gibt ein Ideal a 4= _R und ein n ~ 1 mit M -~ (R/a) ~. 
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